V 4. Linearis egyenletrendszerek kozelit6 megoldasa iteracioval

A linedris algebrai egyenletrendszerek megoldhatok direkt és iteracios modszerekkel is.

A direkt modszereknél olyan algoritmust adunk meg, mely véges sok 1épésben kiszamolja a pontos
megoldast, pontos kiindulasi adatokat feltételezve és a kerekitési hibaktol eltekintve (Gauss-Jordan
eliminacid, Cramer szabaly). Gyakorlati feladatoknal a kapott eredmény hibaval terhelt lesz, mivel
mar a kezdeti adatok sem pontosak (mérési, modellezési hibak miatt).

A direkt modszereket foleg kis és kdzepes méretli egyenletrendszerek esetén hasznaljak. A
gyakorlatban sok nagyméretli, ritka matrixi egyenletrendszer (amelyekben sok egyiitthato értéke 0)
keletkezik, ezeknél a direkt modszerek hatranya a nagy tarigény, ezért ilyen tipusi matrixokra
iteraciés modszert alkalmaznak.

Aziteracios modszerek egy (4ltalunk megadott) kiindulési vektorbol (a valtozok kezddértékeibdl
megadott rendezett szamokbol) egy vektorsorozatot allitanak eld, mely (megfeleld tulajdonsagokkal
bird A egyiitthatomatrix esetén) az egyenletrendszer megoldasahoz konvergal. A gyakorlatban az
iteracios 1épések szamara meg kell adni egy leallasi kritériumot, melynek meghatarozasa ujabb
problémat vet fel. (Az egyik lehetséges mddszer, hogy akkor allitjuk meg az iteraciot, amikor az
egymast kovetd vektorok kiilonbsége mar kisebb egy altalunk megadott hibanal, egy masik pedig az,

hogy akkor allunk meg, ha azr, = A.x, -b igynevezett reziduum elég kicsi, ahol x, a k. kiizelitd

megoldas.)

Az iteracidés modszereknél két fontos szempont van:

- a vektorsorozat elemeit konnyen, "olcson" tudjuk kiszamolni (hiszen pont ez az elénye a direkt
modszerekkel szemben),

- az iteraci6 gyorsan konvergaljon a megoldashoz (minél gyorsabb a konvergencia, annal kevesebb
1épésre lesz sziikség).

Az iteracidés modszereknél az egyenletrendszer egyiitthatomatrixat olyan matrixok 6sszegére (ill.
kiilonbségére) bontjuk, melyekkel konnyebben és gyorsabban tudunk szamolni, mint az eredeti
matrixszal. Ezt a modszerek levezetésénél hasznaljuk, a tényleges szdmolas altalaban mar az eredeti A
matrix elemeit hasznalja.

Nagy méretli linearis egyenletrendszerek megoldasara tobb modszer ismeretes.

A megoldéasi modszer kivalasztasanak kritériumai:

a) Mennyire gyorsan vezet eredményre? (Mennyi szamitast kell elvégezni?)

b) Mennyire pontos a kiszdmitott megoldas?

A problémak eredete és jellegiik az egyenletrendszer egyiitthatomatrixa szerint, ha az egyliitthatomatrix
négyzetes matrix:

a) "Kitoltott" (a zérus értéki elemek szama kicsi) és a rendszama ( a sorok szama) kicsi (<30)
Alkalmazas: statisztika, fizika problémak megoldésa soran.

b) "Ritka" (kevés zérustdl kiilonbozd elem van, és azok leginkabb a féatloban és amellett
helyezkednek el, valamint rendszamuk igen nagy (>30).

Alkalmazas: parcidlis differencidlegyenletek numerikus megoldasanal.



Miiszaki problémak leirasanal mindkét tipus el6fordul.

V 4. 1. A linearis egyenletrendszer megoldasanak hibaforrasai

Hasznalt Maple parancsok: MatrixNorm, ConditionNumber

Az egyenletrendszerek vizsgalatara alkalmasak a kovetkezd definiciok illetve a kdvetkezd tétel.
V 4. 1. 1. Definicio
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Ha egy matrix norméja 1, akkor a matrixot normaltnak nevezziik. []

V 4. 1. 2. Definicio
A matrix kondicionaltsaga (a kezdeti adatoktol valo fiiggés): cond(A)= [|Al| ||A_1 [| 11 (ha
A nem szingularis)
Ha a kondiciészam 1-hez kozeli, az egyenletrendszer jol kondicionalt, kiilonben rosszul

kondicionalt.

V 4.1. 3. Tétel
Erzékenységvizsgalat: Az Ax =b illetve (

A+ AA) (x+ Ax) = (b + Ab) egyenletrendszerek esetén a hibak eredményre gyakorolt

hatasat a kovetkezo tétel alapjan vizsgalhatjuk.
V 4.1. 4. Oroklétt hiba

1. Példa Figyeljiikk meg az alabbi egyenletrendszereket, mi torténik, ha az egyiitthatokat
kismértékben megvaltoztatjuk (a mért eredmények kiss¢ megvaltoznak)!
i) 2x+6y =8, ii.) 2x+6y =38,
2 x +6.00001 y=28.00001 2 x +5.99999 y =8.00002
Megoldas

> restart; with(LinearAlgebra) :
> rendszerl :=[2x+6y=38,2x+6.00001 y=28.00001 ]
> Al, bl := GenerateMatrix(rendszerl, [x,y]) :
> megoldasl .= MatrixInverse(Al).bl
rendszerl == [2x+6y=8,2x +6.00001 y=28.00001 ]



1.
megoldasl = [ . \

Kismértékben valtoztassuk meg az egyenletrendszer konstansait !

> rendszer2 :=[2x+6y=28,2x+5.99999 y=8.00002 ]
> A2, b2 := GenerateMatrix(rendszer2, [x, y]) :
> megoldas2 = MatrixInverse(A2).b2
rendszer2 == [2x +6y=28,2 x +5.99999 y=28.00002 ]

10.
-2.

Kis valtozas az egyiitthatokban az ereményben 0Oriasi valtozast eredményez! Mi okozhatta ezt a

megoldas?2 =

nagymértékii valtozast? Vizsgaljuk meg az egylitthatomatrixokat és inverziiket!

> Al = Al; inverzAl = MatrixInverse(Al)
> A2 = A2;inverzA2 .= MatrixInverse(A2)

Al =

2 6
2 6.00001

3.00000500011357 10°  -3.00000000011357 10°

inverzAl =
-1.00000000003786 105 1.00000000003786 105
2 6
A2
2 5.99999 \
-2.99999500011357 105 3.00000000011357 105
inverzA2 =

1.00000000003786 10° - 1.00000000003786 10°

Figyeljik meg, az A1 és A2 inverz matrixok elemei igen kiilonb6z6, nagy szamok! Vizsgéljuk

meg, mi torténik, ha az egyenletek mindkét oldalan ugyanazzal a nagy szammal megszorozzuk:

> rendszerll =[210"x +6 10> y=8 10,2 10° x + 6.00001 10° y =8.00001 10°]
> All, bll := GenerateMatrix(rendszerll, [x, y])

> megoldasll = MatrixInverse(A11).b11
rendszerl1 := [ 200000 x 4+ 600000 y=2800000, 200000 x + 6.000010000 10° y

—8.000010000 10° ]

0.999999999534339

megoldasl 1 := .

> rendszer22 =2 10°x +6 10° y=8 10° ,2 10° x + 5.99999 10° y=28.00002 10 ]
> A22,b22 == GenerateMatrlx(rendszerZZ [x,v]) :

> megoldas2?2 = MatrixInverse(A22).b22
> inverzA22 := MatrixInverse(A22)
> inverzAll .= MatrixInverse(All)



rendszer22 := [ 200000 x + 600000 y = 800000, 200000 x + 5.999990000 10° y
—8.000020000 10°]

10.
megoldas2?2 :=
[ -2.99999500000000 3.00000000000000 |
inverzA22 =
1. -1.
[ 3.00000500000000 - 3.00000000000000 |
inverzAIl1l = . .

Természeresen a megoldasok nem valtoztak, pedig az inverz matrix elemei kicsik. Ha az
egylitthatok értékei mérési eredmények, kis mérési hiba az eredményben durva eltérést
eredményezhet!

Mivel az egyiitthatok kozel azonosak (determinansuk kozel 0), azt mondjuk, hogy az

egyenletrendszer gyengén kondicionalt (meghatarozott).

> determinans Al = Determinant(Al); determinans A2 := Determinant(A2)
determinans A1 := 0.00002

determinans A2 = -0.00002

> sor_osszeg normal = MatrixNorm(Al, 1);
oszlop _osszeg normal := MatrixNorm(Al, );
> sor_osszeg normaZl = MatrixNorm (A2, 1);
oszlop osszeg normal := MatrixNorm (A2, );
sor_osszeg normal = 12.0000099999999996

oszlop _osszeg normal :=8.00001
sor_osszeg norma2 = 11.9999900000000004
oszlop _osszeg normal =8
> kondicioszaml = ConditionNumber(Al); kondicioszam?2 := ConditionNumber(A2);
kondicioszam1 := 4.800010000 10°

kondicioszam?2 = 4.799996001 106

Vizsgaljuk meg, teljesiilnek-e a 4.1.3 tétel feltételei.

MatrixNorm (A2 — Al, 1)

MatrixNorm (A1, 1)
8.000010000

> ConditionNumber(Al, 1)

A tétel 2. feltétele nem teljestil, igy a hiba becslésére a tétel nem alkalmas. A tétel allitasaban

conata (1241, 101
szerepld egyenldtlenség jobb oldalaban, a LY ” AA”||b I kifejezésben
1— COHd(A).W

szerepld



aa]
Al

ConditionNumber(Al) MatrixNorm (A2 — Al, co)
MatrixNorm (Al, o)

cond(A)

érteke 1-nél nagyobb,

12.00001000

igy a teljes tort értéke negativ, ami nem adhat két norma hanyadosat.

2. Példa Vizsgaljunk egy jol kondicionalt rendszert: 2 x, — x, = 3,
-x +2x - x3 =-4,
X, +2x;= 3

> rendszer := [2x1 —x=3,-x; +2x,—x;=-4, -x, +2x3=3]
> A, b= GenerateMatrix(rendszer, [xl,xz, x3]) :
> sor_osszeg norma = MatrixNorm (A, 1); oszlop_osszeg norma := MatrixNorm (A, );
kondicioszam = ConditionNumber(A);
rendszer := [2x1 —x,=3, -x, +2x —x;3=-4, -x, +2 x5 =3]
sor_osszeg norma :=4
oszlop_osszeg norma =4

kondicioszam := 8

> megoldas := MatrixInverse(A).b
1
megoldas .= | -1

1

Ilyen esetekben az egylitthatomatrix kis valtozasa nem befolyasolja jelentésen a megoldast.

> rendszer_modositott := [2.01 X, —x,=3,-1.06x;, +2x, —x;= -4, -x, + 2 x;= 3]
> A _modositott, b_modositott == GenerateMatrix(rendszer_modositott, [xl, X5, x3]) :
> megoldas := MatrixInverse(A).b

> megoldas _modositott .= MatrixInverse(A_modositott).b

rendszer _modositott == [2.01 X —=x,=3,-1.06x; +2x, —x3=-4, -x, +2x;= 3]

1
megoldas .= | -1

1

1.02301790281330
megoldas _modositott := | -0.943734015345268
1.02813299232737

Erre a jol kondicionalt egyenletrendszerrre az érzékenységvizsgalat elvégezhetd, hiszen:

MatrixNorm (A _modositott — A, infinity)
MatrixNorm (A, infinity)

> Determinant(A); ConditionNumber(A)



4
0.1200000000

vagyis a tétel feltételei teljesiilnek. A tétel allitdsanak bal oldala:

> bal = simplify ( MatrixNorm (megoldas modositott — megoldas, o) )

MatrixNorm (megoldas, o)
bal :=0.05626598465

A jobb oldal:

. _ .. MatrixNorm (A modositott — A, o)
> jobb: (CondztzonNumber(A) ( MatrixNorm (A, @)
I MatrixNorm (b modositott — b, o) )) (1
MatrixNorm (b, o)
__ ConditionNumber(A) MatrixNorm(A_modositott — A, ®) )

MatrixNorm (A, o)
jobb :=0.1363636364

Tehat a mérési hibabol ered6 szamitasi hiba 14%-nal kisebb.

V 4. 1. 5. Kerekitési hiba

A gyakorlatban el6allé egyenletrendszerek esetén az egyiitthatok is csak bizonyos pontossaggal
adottak, tehat folosleges arra torekedni, hogy az ismeretlenek értékét nagyobb pontossaggal
szadmitsuk ki, mint az egylitthatok pontossaga egyaltalan lehetdvé teszi. A kerekitési hiba az
alkalmazott szamitogépek véges pontossagli szamabrazolasabol, az alapmiiveletek eredményein
végzett kerekitésbol adodnak.

A direkt modszer csak elvileg ad pontos megoldast, a gyakorlatban a kerekitési hibak
halmozo6dasa nagyon nehezen megbecsiilheté modon eltérithet a pontos megoldastol. Az
iteracional a kerekitési hibak nem halmozddnak, és amennyiben az eljaras konvergens, a hiba

konnyen becstilhetd.
V 4. 1. 6. Képlethiba

Képlethiba akkor 1ép fel, amikor egy végtelen eljarast véges szamu 1€épés utan leallitunk,
kozelité algoritmusokat alkalmazunk.

Direkt modszereknél nem 1€p fel, iteracios eljarasoknal végtelen szamu 1épéssel kaphatnank
pontos értéket, a kozelitést véges szamu 1€péssel tessziik, ezért képlethiba mindig fellép.

V 4. 2. Szabalyos linearis egyenletrendszerek megoldasa iteracioval
(Regularis szétvagas modszere)
V 4. 2. 1. Definicio

Egy iteracié konvergens, ha valamely norméban igaz, hogy lim_ |x* — x™ | =0, aholx" a

)

valddi, x" az n- edik kozelits megoldas.

Amint azt a



Ax=b

szabalyos lineéris egyenletrendszer direkt megolddsanal lattuk a megoldas
x=A""b
alaku, vagyis a megoldashoz az A egyiitthatomatrix inverzét kell megkeresni. Ez bonyolult
egyenletrendszereknél hosszu és faradtsagos folyamat.
Az A egyiitthatd matrixat bontjuk fel két matrix kiilonbségére. Legyen
A=P—N,
ahol P - t prekondicionalé matrixnak bevezziik.
Ekkor az egyenletrendszer matrixos alakja atrendezés utan
Px=Nx+b
alaku.
Ha a P métrix invertalhat6 (determinansa nem 0), az egyenletrendszer megoldasvektora
x=P"'(Nx +b)
alaku.

0 megoldasvektorbdl kiindulva, azt az egyenlet jobb

Az iteraci6 azt jelenti, hogy valamely x!
oldaldba beirva megkaphatjuk az els6 kozelitd gyokot, majd az eljarast folytatva, kozelitd
megoldasok sorozatat kapjuk, ami (ha konvergens) a pontos megoldashoz tart. Az i-edik kozelitd

megoldasvektor tehat

"~V +b)

x = P_1(Nx(
alaku.
Az eljaras alkalmazhatosdga a P matrix jo megvalasztasatol fligg. Minél kozelebb van A-hoz az
P matrix, az iteracio annal gyorsabban konvergal a valédi megoldashoz, ugyanakkor annal
koltségesebb is kiszamolni a vektorsorozat elemeit. Ha példaul P = A, akkor csupan egyetlen
1épésre van sziikség a megoldashoz. A megoldashoz viszont az inverezeket kell "kiszamolnunk",
mikdzben pont ennek a nehézsége indolkolja az iterdcids mddszer alkalmazésat. A cél tehat az,
hogy egy adott matrixnal olyan felbontasokat talaljunk, melyekben a P inverze Iényegesen
konnyebben szamolhaté mint A inverze és sok iteracios 1€pés esetén is kisebb legyen a
miveletigény, mint ha az eredeti egyenletrendszert oldanank meg. Ugyanakkor teljesiilnie kell a
konvergencidnak is, és persze annak gyorsasadga sem elhanyagolhato.
Jacobi modszer:
Legyen a P=D prekondicionalé matrix diagonal matrix, vagyis A foatlobeli elemeit tartalmazza

csak! A prekondicionalds most olyan, hogy az egyenleteket sorra x,, x,,....,x, ismeretlenekre

rendezi, és igy kozelit.
A Gauss-Seidel iteracio:
A P =D + U prekondiciondld matrix az egylitthatomatrix foatloja alatti elemeket is tartalmazza. Itt

az egyenletek Uigy rendezezddnek at, hogy az els6 egyenlet bal oldalan x,-es, a masodik egyenlet



bal oldalén x,, és x, -es, a harmadik sordbanx, x,,¢€s x;-as tagok az utolsoban pedig az dsszes x, , x,,.

.. x, tagok maradjanak, igy az egyenletek bal oldalara mar a kiszamitott kozelitd ert€kek keriilnek.

V 4. 2. 1. Definicio

-1 , L e s, e -1 Yy, . . rie
A D N matrixot Jacobi matrixnak, a (D +U) '~ N matrixot Gauss-Seidel matrixnak
nevezzik. [

V 4. 2. 2. Tétel

Ha az A egylitthatomatrix elemeibdl képezett Osszegre teljesiil, hogy
n
2a) <la| dei]
J=1
vagyis az egyes sorokban a nem azonos sor- és oszlopindexii elemek 0sszege kisebb vagy

egyenld, mint az azonos sor- és oszlopindexii elem, akkor a Jacobi és a Gauss-Seidel iteracio

konvergens.

V 4. 2. 3. Tétel

Ha a Jacobi matrix b, ji= 1 ... n, j=1..n elemeibdl képzett 6sszegre teljsiil, hogy:

iV’LJ <1

j=1
vagyis az egyes sorokban szerepld egyiitthatok dsszege kisebb vagy egyenlé mint 1, akkor a

Jacobi és a Gauss-Seidel iteracid konvergens.

V 4. 3. Mintapéldak megoldasa lépésenként
Hasznalt Maple parancsok: implicitplot is,seq, pointplot, LinearSolve
3.Példa Oldjukmega 3 -x —2-y=-3, -x+2-y=5 egyenletrendszert iteracioval,
abrazoljuk a kozelité megoldasokat, ha

a; P prekondicional6 matrix diagonal matrix (Jacobi médszer)
b; P alsé haromszdg matrix (Gauss-Seidel médszer)

Megoldas

Mivel az egyenletrendszer 2 egyenletet és két ismeretlent tartalmaz,ezért szemléletesen mindegyik
egyenletnek egy egyenes felel meg. A 2 egyenes metszéspontjat keressiik.

> restart,rendszer := [3x —2y=-3,-x+2y=S5, ]|:with(plots) :
abral := implicitplot( {rendszer[1], rendszer[2]}, x=-2.2,y=0..5) : abral,



Az egyenletrendszer megoldasa természetesen az abrabol is leolvashatd, illetve a solve utasitassal
direkt moédon is megkaphato.

> solve(rendszer, {x,y})
{x=1,y=3}
> with(LinearAlgebra) :

> A, b := GenerateMatrix(rendszer, [x,y]) :
Az iteracids eljardsok alkalmazhatok, hiszen

> is(|A1’ 2| < |A1’ 1| and |A2, 1| < |A2, 2|)
true

vagyis a 4. 2. 2. tétel feltételei teljesiilnek.
Megoldas a;
Allitsuk el6 egy egyszerii eljarassal a P prekondicionald matrixot. Az id nevii eljaras eljaras az

azonos sor- és oszlopindexii elemekhez A/i,j] -t, a kiilonb6z6 sor- és oszlopindexli elemekhez 0-t
rendel.

> id :=proc(i,j) if i=j then A[i, ] else O end if end proc:
> P:= Matrix(2, 2, id)

B 30
0 2
A N matrix
> N=P—A4
02

1 0




igy a Jacobi matrix

> J:= MatrixInverse(P).N

2
07
3
J:=1
50

Végezziik el az iteraciot addig, amig az egymast kovetd két megoldas eltérése nem lesz kisebb,
mint az elére megadott hiba! Meg kell adni a maximalis 1épésszamot, és a hiba kezddértekét.

Megvalositas Maple
-ben megadott hibahatarig
Input : P, N, mg, b, k, hiba
PN, my be (e |5 y[0]:=Vector([0,0]) :
>0). > k:=50: hiba := 100 :

> for i to k while 10™% < hiba do
ml[i] =
evalf (MatrixInverse(P).N

=1, x"=P ' (Nx""" +b) mli—1]
o + MatrixInverse(P).b);
1=1+1 hiba := evalf (|Norm(m[i
. —1]—=ml[i], 2)])
amig|x(l) —x"" Y <e end do:

> print(lépésszam:, i —1);
print( “hiba:", hiba) ;
print(megoldds: , m[i —1])

lépésszam.:, 12

hiba:, 0.007160704053

0.998628257887517

(1) megoldas: ,
2.99588477366255

Output : X

"

Abrazoljuk az egyeneseket és a kapott pontsorozatot egy kozos abran

> abra? := pointplot({seq(m[j],j=0..i— 1)}, color =red, symbolsize=20) :
display([abral, abra?]);



Megoldas b;
P prekondiciondl6 az egylitthatomatrix féatloja alatti elemeket is tartalmazza:

> id:=proc(i,j) if j <=i then A[i, /] else 0 end if end proc :
> P = Matrix(2, 2, id)

30
P =
-1 2
> N=P—A4
02
00
> m[0]:= Vector([0,0])
0
=
1o

> k:=50: hiba =100 :

> for i to k while 102 < hiba do
mli] := evalf (MatrixInverse(P).N.m[i — 1] + MatrixInverse(P).b);
hiba := evalf (|Norm(m[i — 1] —ml[i], 2)])
end do:
print(lépésszam:, i —1);
print( "hiba:", hiba) ;
print(megoldads: , m[i—1])

lépésszam:, T



hiba:, 0.006134617222

0.997256515775034
2.99862825788752

megoldas: ,

> abra3 = pointplot({seq(m[j]l,j=0..i — 1)}, color =blue, symbolsize =20) :
display([abral, abra3])

4

3

y

2

1

.
f i v T 1
-2 -1 0 1 2

X

Megfigyelhetd, hogy ugyanabbdl a kezd6értékbdl kiindulva, a Gauss-Seidel iteracid gyorsabban
konvergal, mar 7 1épésben elérjilik a kivant pontossagot, mig a Jacobi iteracional ehhez 12 1€pés
kellett.

4. Példa Mutassuk meg, hogy a Jacobi iteracié nem alkalmas a
3x,+4xy=-1, Tx,+4x,+2x,=17, -x;+ x,+2x;= 0 egyenletrendszer megoldasara.

Megoldas
Az egyenletrendszer direkt médon megoldhato

> restart, with(LinearAlgebra) : rendszer := [3 X, +4x;=-1L7x+4x,+2x,=17, -x;
+x, +2x;= O] :
> A, b= GenemteMatrix(rendszer, [xl, X5, x3]) :
> solve( rendszer, {xl, Xy, Xy })
{xl =1,x,=3,x,= —1}

> id :=proc(i,j) if i=; then A[i, j] else 0 end if end proc :



> P := Matrix(3, 3, id)

> N=P—4;
> J:= MatrixInverse(P).N
>n=3:
300
P=1040
002
0 0 -4
N=|-7 0 -2
1 -1 O
.
0 0 -—
3
7 1
= - O -
J 4 2
1 1
— -— 0
2 2

Vizsgaljuk meg a 4.2.3. és 4.2 4. tételek feltételeinek teljestilését.

n
A kovetkezd eljaras |a,- ,| - Z|ai /{ (i # j) kiillonbséget vizsgalja. Ha ez negativ, a feltétel nem
el

teljesiil.
> for i to n do
osszeg :=0;
for j to n do
if i # j then osszeg := osszeg + |Al.’ j| end if; kulonbseg := |Al.’ l.| — osszeg
end do;
print(cat( Az i,
. sorban az azonos sor- és oszlopindextii elem és a nem azonos sor- és oszlopindexii

elemek osszegenek kiilonbsége:, kulonbseg) );
if kulonbseg < 0 then

print(Az egyenletrendszer nem oldhato meg Jacobi iteracioval)
end if
end do :
Az 1. sorban az azonos sor- és oszlopindexii elem és a nem azonos sor- és oszlopindexii elemek

osszegenek kiilonbsége:-1
Az egyenletrendszer nem oldhato meg Jacobi iterdacioval
Az 2. sorban az azonos sor- és oszlopindexii elem és a nem azonos sor- és oszlopindextii elemek
osszegének kiilonbsége:-5
Az egyenletrendszer nem oldhato meg Jacobi iterdcioval
Az 3. sorban az azonos sor- és oszlopindexii elem és a nem azonos sor- és oszlopindextii elemek
osszegeének kiilonbsége: ()
n

A z |b,- j{ < 1 feltétel teljestilésének vizsgalatara alkalmas a dvetkezd eljaras.
=1



> for i to n do
osszeg :=0;
for j to n do osszeg := osszeg + |Jl j| end do;

print(cat(A Jacobi matrix , i, . sor elemeinek osszege:), 0sszeg);
if 1 < osszeg then print(Az egyenletrendszer nem oldhato meg Jacobi iterdacioval)

end if
end do :

L L 4
A Jacobi matrix 1. sor elemeinek dsszege:, 3
Az egyenletrendszer nem oldhato meg Jacobi iterdcioval

o o 9
A Jacobi matrix 2. sor elemeinek dsszege:, "

Az egyenletrendszer nem oldhato meg Jacobi iterdcioval
A Jacobi matrix 3. sor elemeinek dsszege:, 1

Tehat egyik feltétel sem teljesiil. Ennek ellenére probaljuk ki a kozelitést.

> m[0]:= Vector([0,0,0]) :
> k=100 : hiba := 100 :
> for i to k while 1072 < hiba do
mli] := evalf (MatrixInverse(P).N.m[i — 1] + MatrixInverse(P).b);
hiba := evalf (|Norm(m[i — 1] —m[i], 2)]|)
end do:
> print(cat("m[",1—1,"]1="), m[i — 1]); print("hiba=", hiba)

- 1.74659832399523 10

"m[100]=", | 2.03705311494839 10°
-25334.7448292696

hiba=, 3.450188941 10°

> megoldas := solve( rendszer, {xl, X5, x3})
megoldas := {xl =1, x,=3,x=-1 }

Latszik, hogy az eljaras sordn a hiba egyre novekszik, a valodi megoldashoz semmi koze.

V 4. 4. Eljarasok iteraciora

A kovetkezd eljarasok segitségével - amennyiben a Jacobi mddszer alkalmazhato- az
egyenletrendszer A egyiitthatomatrix, b konstansmatrixa, elemszama, a hibakorlat és a kiindulési
vektor ismeretében tetszoleges, szabalyos egyenletrendszer, megoldhato.

V 4. 4. 1. Jacobi eljaras

> restart, with(LinearAlgebra) :
> Jacobi .= proc(A4, b, n, hibakorlat, x0)
local id, P, N, J, osszeg, k, i, j, hiba, x, f;
id :=proc(i,j) if i=j then A[i, j] else 0 end if end proc;
P :=Matrix(n, n, id);
N =P — 4;
J = MatrixInverse(P) .N;
f = cat(A Jacobi matrix:);
print( f,J);



for i to n do
osszeg = 0;
for j to n do osszeg := osszeg + abs(J[i,j]) end do;
print(cat(A Jacobi matrix , i, . sor elemeinek osszege:), osszeg)
end do;
for i to n do
osszeg :=0;
for j to n do osszeg := osszeg + abs(J[i,j]) end do;
x[0] := Vector(x0);
if 1 < osszeg then
print("Az egyenletrendzser nem oldhaté meg Jacobi iteracioval")
else
k= 50;
hiba = 100;
for i to k£ while hibakorlat < hiba do
x[i] = evalf (MatrixInverse(P).N.x[i — 1] + MatrixInverse(P).b);
hiba := evalf (abs(norm(x[i — 1] — x[i],2)))
end do;
print(cat(x[,i — 1, ]="),x[i —1]);
print(cat( "hiba="), hiba)
end if
end do
end proc :

Az eljarast a Jacobi(A,b,elemszam, hibakorlat, x0) médon lehet megadni. Vigyazat! x0
szogletes zarojelbe tett rendezett szam n-es, vesszdvel elvalasztva.

> rendszer == [2x1 —x,=3,-x; +2x, —x;=-4, -x, +2x3=3]
> A, b= GenerateMatrix(rendszer, [xl,xz, x3]) :

> Jacobi(4,b,3,107',70,0,017)
rendszer := [2xl —x,=3,-x;+2x,—x;=-4, -x, +2x3=3]

1
0O — O
2
acoor mairix., 2 2
1
0O — O
2

A Jacobi matrix 1. sor elemeinek osszege:,

A Jacobi matrix 2. sor elemeinek dsszege:,

A Jacobi matrix 3. sor elemeinek osszege:,

1.01562500000000
x/11]=,| -1.03125000000000
1.01562500000000

hiba=, 0.09110862336

V 4. 4. 2. Gauss-Seidel eljaras



> Seidel := proc(A, b, n, hibakorlat, x0)
local id, P, N, J, osszeg, k, i, j, hiba, x;
id :=proc(i,j) if j <=i then A[i, ] else 0 end if end proc;
P = Matrix(n, n, id);
N =P — 4;
J := MatrixInverse(P).N,
print(cat(A Jacobi matrix:), J);
for i to n do
osszeg = 0;
for j to n do osszeg := osszeg + abs(J[i,j]) end do;
print(cat(A Jacobi matrix , i, . sor elemeinek osszege:), 0sszeg)
end do;
for i to n do
osszeg .= 0;
for j to n do osszeg := osszeg + abs(J[i,j]) end do;
x[0] := Vector(x0);
if 1 < osszeg then
print("Az egyenletrendszer nem oldhaté meg Gauss -Seidel iteracidval")
else
k:=50;
hiba = 100;
for i to k while hibakorlat < hiba do
x[i] = evalf (MatrixInverse(P).N.x[i — 1] + MatrixInverse(P).b);
hiba := evalf (abs(norm(x[i — 1] — x[i],2)))
end do;
print(cat(x[,i— 1, ]="),x[i —1]);
print(cat( "hiba="), hiba)
end if
end do
end proc :
> rendszer == [2x1 —x%=3,-x; +2x,—x;=-4, -x, +2x3=3]
> A, b= GenerateMatrix(rendszer, [xl,xz, x3]) :

> Seidel(4, b,3,1072 [0,0,0])
rendszer := [2x1 —X,=3, -x; +2x, —x;=-4, -x, +2x3=3]

[
0L o

2
A Jacobi mariv,, | 0~
acoot mairix., 4 2
1o
0% 3

A Jacobi matrix 1. sor elemeinek osszege:,

A Jacobi matrix 2. sor elemeinek osszege:,

A Jacobi matrix 3. sor elemeinek osszege:,

®|w AL |—

0.996093750000000
x[7]=,| -1.00390625000000
0.998046875000000



hiba=, 0.005859375000

V 4. 5. Gyakorlati alkalmazas

5. Példa Oldjuk meg a 3. fejezet 11. példajat Jacobi és Gauss-Seidel iteracidval is.

> rendszer = -4 T\ +T1,+1,=-50,T, =4 T, + T, +T5=-50,T, -4 T, + T, = - 150, T}
— 4N+ +T0,=0,,+T,—4T,+ T, +1,=0, T, + T, -4 T, + T,=-100, 7,
— 4T +Tg=-50, T+ T, —4 T, + T,=-50, T, + T, —4 T, = - 150 :

> A, b= GenerateMatrix( [rendszer], [Tl, L, T, T, T, T, T, T, Tg]) :

> M:= GenerateMatrix( [rendszer], [Tl, L, 1T, T, 15 Ty, T, T, T9], augmented = true) :

> Jacobi(4,b,9,107",10,0,0,0,0,0,0,0,07])

0%0%00000
%0%0%0000
0%000%000
%ooo%o%oo
A Jacobi matrix:, | 0 % 0 % 0 % 0 % 0
00%0%000%
000%000%0
0000%0%0%
00000%0%0

A Jacobi matrix 1. sor elemeinek dsszege:.,

A Jacobi matrix 2. sor elemeinek dsszege:,

A Jacobi matrix 3. sor elemeinek dsszege:.,

A Jacobi matrix 4. sor elemeinek dsszege:.,
A Jacobi matrix 5. sor elemeinek osszege:,

A Jacobi matrix 6. sor elemeinek dsszege:,

A Jacobi matrix 7. sor elemeinek dsszege:,

A Jacobi matrix 8. sor elemeinek dsszege:.,

Alw N[= AL~ AL R= R =



o o 1
A Jacobi matrix 9. sor elemeinek dsszege:, B3

x[19]=,

[ 32.0940290577710 |

49.9267578125000
67.8083146922290
28.4981864504516
49.9023437500000
71.3553291745484
32.0940290577710
49.9267578125000
67.8083146922290

hiba=, 0.08457279334

> Seidel(A4,5,9,107%,10,0,0,0,0,0,0,0,0])

0 1

4
1
16
1
64

1
6

—

A Jacobi matrix:, | 0 %)

3
025

(o)}

1
64
3
25

3

(o)}

1
O — 0 0
4
1 1 1
s 16 a
1 1 1 1
16 64 16 4
1 1
O %6 a4
1 1 1 1
16 32 8 4
1 3 3 1
32 256 64 8
1 1
O 4 16 O
1 3 3 1
64 256 64 16
3 3 33

512

A Jacobi matrix 1. sor elemeinek dsszege:,

A Jacobi matrix 2. sor elemeinek ésszege:,

A Jacobi matrix 3. sor elemeinek osszege:,

A Jacobi matrix 4. sor elemeinek ésszege:,

A Jacobi matrix 5. sor elemeinek dsszege:,

256 512 128 64
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71

A Jacobi matrix 6. sor elemeinek dsszege:, 18

L o 13
A Jacobi matrix 7. sor elemeinek dsszege:, ——

32

A Jacobi matrix 8. sor elemeinek dsszege:., o8

A Jacobi matrix 9. sor elemeinek dsszege:, %16
[ 32.1161542866321 |
49.9732971244157
67.8437914162714
28.5447256976113
x[12]=, | 49.9732971191406
71.4152199872615
32.1295057028692
49.9866485589109

67.8504671365431

hiba=, 0.06008136967
> T:=evalf (LinearSolve(A, b, method ="LU"))

[ 32.14285714 |
50.
67.85714286
28.57142857

T= 50.
71.42857143
32.14285714

50.
67.85714286

V 4. 6. Feladatok

1. Feladat A H Hilbert matrix egy olyan matrix, melynek elemei /, jZﬁ, amely
9 l ] —
25 77 57 319

127 60° 60° 420]’

a; Adjuk meg a 4x4-es Hilbert matrixot, és a kondicidszdm és a determinans értékének
meghatarozasaval bizonyitsa be, hogy az egyenletrendszer gyengén kondicionalt.

b; Oldjuk meg a Hx=b egyenletrendszert az inverz matrix segitségével.

c; Vizsgaljuk meg az egyenletrendszer megoldasat, ha a b matrix értékeit 3,4,5 jegyre
kerekitve adja meg.

klasszikus esete a rosszul kondicional matrixoknak. Legyen b’ =

2. Feladat Oldjuk meg az alabbi egyenletrendszereket Jacobi és Gauss-Seidel iteracioval is. Mi
torténik a konvergencidval, ha mas kezddértéket valasztunk, illetve az egyenletek
sorrendjét megvaltoztatjuk?.



a 54— x4 = g b 8-x + x G = 8,
gt n - opg= o4 x[0]=1[0,0,0] 2o+ 5 +9 g =12 x[0]=1[0,0,0]
X +3-_r3=—6 rl—'.-‘-_r,,_ +2-_r3=—4__
C 4-.‘(1— Xy - X =10
—xl+ 4.0, - X - X5 = 5
- X t4x - X =0
X —+ 4-_r4 - X = 6,
—x3 x4 xg = 6

a n+ 2x + 3xn=1 b o+ 6+ ox - o= 4
x + 3x, + 5-_‘(,3 = 1. -6yt oxtxy= 8
3-.‘(1— X - 4-.‘(.3 = 1. 3 X+ x + 3 X - Xy = 16

V 4. 7. Ellenorzé kérdések

1. Mitdl fiigg a linedris egyenletrendszer megoldasi mddjanak kivalasztasa?
2. Milyen hibaforrasok 1épnek fel lineéris egyenletrendszer numerikus megoldéasa soran?
3.Milyen feltételek mellett alkalmazhat6 a Jacobi iteracié? Mi az eljaras lényege?

4. A Gauss eliminacio 1épései. Mi a feltétele annak, hogy az egyenletrendszernek egyértelmii
megoldasa legyen? Ez hogy kertilt ide?

5. Mi a Gauss-Seidel iteracid?




